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Jour 1 — Probleme 1 — Avec cing cartes

 Aucune carte na un

numeéro plus grand que 5, 1 2 3 4 5
donc celle placée sous le 5

ne respecte pas la regle @

* Les quatre cartes qui
respectent la regle sont
placéessousles 1, 2,3 et4d
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Jour 1 — Probleme 1 — Avec cing cartes

* La carte placée sous le 4

respecte la regle, c’est 1 2 3 4 5

forcément celle qui a le
numeéro 5 @

* Restent les cartes qui ont
les numeéros 1, 2,3 et4
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Jour 1 — Probleme 1 — Avec cing cartes

e La carte placée sous le 3

respecte la regle, c’est 1 2 3 4 5
forcément celle qui a le
numéro 4 @ @

* Restent les cartes qui ont
les numeéros 1, 2 et 3
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Jour 1 — Probleme 1 — Avec cing cartes

e La carte placée sous le 2

respecte la regle, c’est 1 2 3 4 5
forcément celle qui a le
numéro 3 E} {4} {5}

* Restent les cartes qui
ont les numeéros 1 et 2
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Jour 1 — Probleme 1 — Avec cing cartes

e Lacarte placée sousle 1
respecte la regle, c’est
forcément celle qui a le
numero 2

* La derniere carte, qui a 1 2 3 4 5

le numéro 1, est placée

sous le 5 [ZJ [3J @ @
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Jour 1 — Probleme 2 — La grille de I'année

* Onlit en premier un 2 situé a
un coin de la grille

* |lyaquatre possibilités (4 x)

* Supposons que ce soit celui en
h z h
aut et a gauche 1 O 1

* Forcément, on lit en deuxieme
le O situé au centre de la grille
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Jour 1 — Probleme 2 — La grille de I'année

Soit on lit en troisieme un 1
situé a coté du 2 lu en
premier

* |lyadeux possibilités, en
haut ou a gauche du 0 (2)

* Supposons que ce soitle 1 2 1 2
en hautduO
« Forcément, on lit en 1 0 1

quatrieme le 2 situé en haut
et a droite p) 1 p)
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Jour 1 — Probleme 2 — La grille de I'année

Soit on lit en troisieme un 1
non situé a coté du 2 lu en
premier

* |lyadeux possibilités, en
bas ou a droite du 0 (2 x)

* Supposons que ce soitle 1 2 1 2
en basduO

guatrieme un 2 situé en bas

 Forcément, on lit en 1 0 1
a gauche ou a droite (2) 2 1
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Jour 1 — Probleme 2 — La grille de I'année

e || existe ainsi

4x[2+(2x2)]
=4x[2+4]
=4x6=24

facons différentes de lire 2012

N = N
= O e
N =B N
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Jour 1 — Probleme 3 — Le B.A.-BA des mots croisés

* Le mot « AAA » n‘apparait
pas, doncil y a au plus un C
mot, « ABA », commencant
et finissant par un A

e Les?sontdesB ? A
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Jour 1 — Probleme 3 — Le B.A.-BA des mots croisés

* Les troisiemes mots a
I’horizontale et a la verticale A B

sont les deux mots

commencant par un B et

finissant par un A (? et ?? sont S
différentes) .

* Le deuxieme motala
verticale, qui commence par
un B, finit forcément par un B

e ?estunB
e Et??estunA
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Jour 1 — Probleme 3 — Le B.A.-BA des mots croisés

 On considere le deuxieme
mot a I’"horizontale A B B
* Il nereste plus de mot ? ?? A
disponible commencant par

un B et finissant par un A B B
e ?estunA

* Le mot « AAA » n‘apparait
pas

e ??2estunB
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Jour 1 — Probleme 3 — Le B.A.-BA des mots croisés

* On vérifie que les 6 mots
sont tous différents les uns
des autres

lettres qui n’utilisent que les
lettres A et B, ce sont les 2
mots « AAA » et « BAB » qui
n‘apparaissent pas

A
e Sur les 8 mots de trois A
B

WO W W

B
A
A
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Jour 1 — Probleme 4 — Le cornet de glaces

* Le parfum colorié en jaune
sur la figure est retourné
recto verso par rapport a
ceux colorés en vert et en
bleu

e Cela n’était pas demande,
mais on peut vérifier qu’il
n’y a qu’une solution
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Jour 1 — Probleme 5 — 'ascenseur de la tour

 |'ascenseur commence et

finit vide Entrées Sorties
* |lyaautant d’entrées que
de sorties R N _
Chaussée
N+P=2P+1
Etages
N=P+1 18, 27 et 36 P 2P

Etage 45 - 1
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Jour 1 — Probleme 5 — 'ascenseur de la tour

* Plusieurs personnes
rentrent dans I'ascenseur au
rez de chaussée

N est au moins égal a 2

e |'ascenseur ne peut pas
contenir plus de 7
personnes

* Nestaupluségala?7
(ensuite, le nombre ne fait
qgue diminuer)

Entrées Sorties

Rez de
Chaussée N ;
Etages
18, 27 et 36 P 2P
Etage 45 - 1
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Jour 1 — Probleme 5 — 'ascenseur de la tour

* Le nombre total de personnes qui

sont sorties de l'ascenseur est Entrées Sorties
2P+1=2N-1
Rez de
, _ . Chaussée N )
« Ce nombre est impair, compris
entre3(N=2)et13(N=7) Etages . o
* Comme il n’est pas premier, c’est 9 18, 27 et 36
e On en déduit la réponse* Etage 45 - 1
N=5

* Elle est unique, mais, dans le détail, il y a plusieurs possibilités tant que la somme des entrées aux étages 18, 27 et 36 est 4.
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Jour 1 — Probleme 6 — Sommes au sommet

* A chacun des sommets (a, b,cetd
sur la figure) ou se rejoignent la face
numérotée 1 et deux autres faces, on
ne peut pas obtenir 8, car le total des
deux autres faces serait 7 alors
gu’elles ne sont pas opposées

* A chacun des quatre autres sommets,
parmi les trois faces qui s’y
rejoignent, il n’y a jamais celle
numérotée 1 et il y a toujours celle
numérotée 6, donc on obtient au
moins

6+2+3=11

* On ne peut jamais obtenir 8
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Jour 1 — Probleme 6 — Sommes au sommet

* Sil'on pouvait obtenir 13 a un sommet,

alors, au sommet opposé, on obtiendrait
(3x7)-13=21-13=8

« Comme on vient de montrer que c’est
impossible, on ne peut jamais obtenir 13

e Laréponseest8etl13

 On vérifie que l'on peut obtenir toutes les
autres sommes entre 6 et 15*

*1+2+3=6,1+2+4=7,1+43+5=9,1+4+5=10,2+3+6=11,2+4+6=12,3+5+6=14et4+5+6=15.
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Jour 1 — Probleme 7 — Le carré super-magique

Le produit des sept nombres
selectionnés sur la figure est )

? X144 x 144
 Ce produit est également
144 x (6 x 144)

e On en déduit
?=6 ?

* Plus généralement*,ilyaun6
dans chaque petit carré a un coin
du grand carré

* Le raisonnement est invariable par rotation de 90° du grand carré.
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Jour 1 — Probleme 7 — Le carré super-magique

* Le produit des trois nombres

sélectionnés sur la figure est 144 6 5 6
* On en déduit

 Plus généralement*,ilyaun4
dans chaque petit carré au milieu
d’un coté du grand carré

* Le raisonnement est invariable par rotation de 90° du grand carré.
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Jour 1 — Probleme 7 — Le carré super-magique

e Le produit des quatre nombres 6 4 6
sélectionnés sur la figure est 6 x 144
4 ? 4
* On en déduit
6 4 6
?=9
* D’oularéponse
6 4 6
4 9 4
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Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

 En additionnant les cing
sommes des trois nombres a
d’un coté, toutes égales a ?,
on obtient le méme résultat
gu’en additionnant le
double de la somme S des
cing nombres a un sommet
et la somme M des cing
nombres a un milieu de
coté

5?=2S+M

O
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Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

e Lasomme des nombresde 1a 10 est 55 a
S+M=55
* On utilise la relation précédente pour . X
éliminer M
5?=S+55
* La plus petite valeur de ? a tester* O

correspond a la plus petite valeur
possible pour S, c’est-a-dire a la
configuration ou les nombres a un
sommet sont ceuxde 1a5

$S=1+2+3+4+5=15
?=14

* Elle s’avérera étre la bonne, sinon il faudrait tester ensuite 15, etc.



FFJM - 26¢ Championnat International des Jeux Mathématiques et Logiques - Finale

Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

 On orientera la figure et
éventuellement on la retournera
recto verso (contraintes en a, b et
c) tout a la fin du raisonnement

10 se trouve au milieu du coté
aux extrémités duquel se
trouvent 1 et 3, car c’est la seule
facon d’obtenir 14 — 10 = 4 avec
deux nombres différents
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Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

* 6 setrouve au milieu du c6té aux
extrémités duquel se trouvent 3 et
5, car c'est la seule facon d’obtenir
14 — 6 = 8 avec deux nombres
différents inférieurs ou égaux a 5
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Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

* Un coté ne peut pas avoir 1 et 2
aux extrémités, sinon il
manquerait 11 au milieu pour
obtenir 14

 On écritle 2 au regard du 5, puis
le 4 au regard du 1
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Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

e On écrit les derniers nombres a
un milieu de coté afin d’obtenir
14 partout
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Jour 1 — Probleme 8 — Le pentagone magique

* Le plus grand des cinqg sommets,
le 5, doit étre en (a)

* 6, plus petit que 7, doit étre en
(b)

* Ontourne le pentagone de 144°
(2/5 de tour) dans le sens
contraire des aiguilles d’'une
montre pour obtenir la réponse
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Jour 1 — Probleme 9 — Etoile a 5 branches

e On raisonne sur toutes les
superficies en dehors de
I'étoile

 On les compte en petits
carres

* Les deux superficies
sélectionnées sur la figure
équivalent a celle d’'un
rectangle 2 x 5, soit 10
petits carrés
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Jour 1 — Probleme 9 — Etoile a 5 branches

* Les deux superficies
sélectionnées sur la figure
équivalent a celle d’'un
rectangle 2 x 3, soit 6 petits
carreés
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Jour 1 — Probleme 9 — Etoile a 5 branches

* Le point noir sur la figure
est situé au milieu d’'un coté
de petit carré

* Les superficies
sélectionnées sur la figure
équivalent a celle d’'un
rectangle 1,5 x 4, soit 6
petits carrés
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Jour 1 — Probleme 9 — Etoile a 5 branches

e Les superficies en dehors de
I'étoile totalisent

10+6+6=22 I _
petits carrés

* La superficie de I'étoile est
(6x6)—22=36-22=14
petits carrés

e La superficie d’un petit carré
étant 25 mm?, celle de I’étoile
est

14 x 25 = 350 mm?
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Jour 1 — Probleme 10 — Bises ou poignées de mains ?

e Soit Sle nombre d’hommes seuls
* Soit Cle nombre de couples hors Arthur et Brigitte

 Chaque homme, y compris Arthur, a échangeé une
poignée de mains avec tous les autres hommes

(S+C+1)(S+C)/2=36
S+C=8 [1]
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Jour 1 — Probleme 10 — Bises ou poignées de mains ?

 Chaque homme seul a échangé une bise avec chague femme (y compris
Brigitte):
S(1+C)échanges de bises

 Chaque homme en couple, y compris Arthur, a échangé une bise avec
toutes les femmes autres que la sienne:

(1+ C) Céchanges de bises

 Chaque femme, y compris Brigitte, a échangé une bise avec toutes les
autres femmes:

(1+C)C/2échanges de bises

e Au total
S(1+C)+(1+C)C+(1+C)C/2=63 [2] échanges de bises
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Jour 1 — Probleme 10 — Bises ou poignées de mains ?

S(1+C)+3(1+C)C/2=63 [2]
(2s+3C)(1+C)=126

* EnremplacantSpar(8—-C) [1]
(16+C)(1+C)=126

e (1+C),diviseurde 126 au plus égal a 8, peut étre 1, 2, 3,6 0u 7,
mais seul 6 convient

C=5etS=3

 Etaient présentes, y compris Arthur et Brigitte,
2+S+2C=15 personnes
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Jour 1 —Probleme 11 — « Max + Min — Milieu »

* On désigne les triangles de trois

cercles voisins par la valeur de

I'expression « Max + Min —

o 0503 O
* Dansletriangle « 6 »,ilya 4 2

forcément 7 (sinon la valeur de 6

I'expression serait au plus 6 -1 =

5), et deux autres nombres dont
la différence est 1

e 7 peut étre dans trois cercles
différents, ce qui donne trois cas
a étudier
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Jour 1 —Probleme 11 — « Max + Min — Milieu »

Premier cas

* Dansletriangle « 2 »,ilya

forcément 1 et 6 pour O @

pouvoir soustraire 5 de 7 : 3

. O.0.6
 Mais les triangles « 3 » et
: 6
« 6 » conduisent au doublon @
de2oudeb5
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Jour 1 —Probleme 11 — « Max + Min — Milieu »

Deuxieme cas

* Dansletriangle « 2 »,ilya
forcément 1 et 6 pour pouvoir O O
soustraire 5 de 7
O.O.®
. 4 2
* Dans le premier sous cas, on ne

6
peut pas obtenir le triangle « 5 » O
car il nécessite 6 (sinon la valeur

de I'expression serait au plus 5-1

olo
5 3
* Dans le second sous cas, on place @4@2 @

4 dans le triangle « 3 », 5 dans le 6
triangle « 6 », 3 dans le triangle @ @

« 4 » et 2 dans le triangle« 5 »
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Jour 1 —Probleme 11 — « Max + Min — Milieu »

Troisiéme cas

O,
O

* Dansle triangle « 5 », il y a forcément 6 (sinon la
valeur de l'expression serait au plus égalea5-1
= 4)

)
Q)
O

()}

© O

* Dans le premier sous cas, la différence des
nombres qui compléetent 6 dans le triangle « 5 »
doit étre 1 et la différence des nombres qui
completent 7 dans le triangle « 4 » doit étre 3,
d’ou une contradiction

()
50 O
©

(<))

© ©

* Dans le deuxieme sous cas, on place 3 dans le
triangle « 4 », 2 dans le triangle « 5 », 5 dans le
triangle « 6 », 1 dans le triangle « 2 » et 4 dans
le triangle « 3 »

()
59 O
©

* Dans le troisieme sous cas, on place 3 dans le
triangle « 4 », 2 ou 4 dans le triangle « 5 », 4 ou
2 dans le triangle « 6 », 1 dans le triangle « 2 »
et 5 dans le triangle « 3 »

©
®
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Jour 1 —Probleme 11 — « Max + Min — Milieu »

* Enrésumeé, il y a 4 solutions

O® 0O OO0
O0® OO0 OO0

D@ OO0 >0

4NoYo OO )
QR0 OO0
QO )¢

®
OO0

‘@

/
N
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Jour 1 — Probleme 12 — En noir et blanc

* Oninverse les couleurs sur
les figures pour que les
petits cubes soient mis en
valeur

* Siun petit cube est au
centre du grand cube (3 cas)
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Jour 1 — Probleme 12 — En noir et blanc

Si les deux petits cubes sont a des
sommets du grand cube (3 cas)

Si un petit cube est a un sommet
du grand cube et l'autre petit
cube a un milieu de coté du grand
cube (4 cas)

Si un petit cube est a un sommet
du grand cube et l'autre petit
cube a un centre de face du grand
cube (2 cas)

PH®

B
Wi
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Jour 1 — Probleme 12 — En noir et blanc

e Siun petit cube est a un milieu
de c6té du grand cube et l'autre
petit cube a un centre de face

du grand cube (3 cas)

e Siles deux petits cubes sont a
des milieux de c6té du grand
cube (5 cas)
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Jour 1 — Probleme 12 — En noir et blanc

* Siles deux petits cubes sont a
des centres de face du grand

cube (2 cas)

* Au total, on peut former
3+3+4 +2+5+3+2=22
grands cubes différents
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Jour 1 — Probleme 13 — 'avion furtif

e Lasomme des nombresde 1a9 est45

 Lafigure considére 6 alignements de trois
cercles, dont la somme est 6 x 16 =96

 Tous les nombres sont utilisés deux fois, sauf
X qui est utilisé trois fois et y qui n’est utilisé
gu’une fois
2x45+x-y=90+x-y=96 *
X=y+6

(x+ t) et (y+z) completent o pour donner 16
z=t+6

* Cette relation montre que la somme ne peut prendre que 2 valeurs: 16, donnée par I'énoncé, et 14
(solution duale obtenue en changeant tout nombre en son complément a 10).
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Jour 1 — Probleme 13 — 'avion furtif

« Dela méme facon, en utilisant cette | y
figure, on montre que A

u=v+6
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Jour 1 — Probleme 13 — 'avion furtif

* XY, 2zt uetvsont, dans un certain
ordre, 1, 2,3, 7,8 et 9, car c’est la seule
facon de choisir trois couples de
nombres tous différents dont la
différence est 6

 |lreste 4,5 et 6 dans les trois cercles
coloriés en bleu sur la figure

4 et 6 ne peuvent pas étre alignés, car
6 serait doublé (16 —4 -6 = 6)

 5et 6 ne peuvent pas étre alignés car 5
serait doublé (16 —5-6 =5)
e ?Pestb
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Jour 1 — Probleme 13 — 'avion furtif

e u=16-(4+5)=7

* v=u-6=1

e t=16-6-7=3

e z=t+6=9(oul6-1-6)
e x=16-1-7=8

e y=x—-6=2(oul6-6-38)

* Onplaced4(16-3-9)etenfin5
(16—-3-8o0ul6-2-9)

* Laréponse est unique
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Jour 1 — Probleme 14 — De la terre a la lune

*  Onappelle d la longueur totale du trajet
*  Onsuppose, ce qui ne change rien au probleme, que les distances parcourues

chaque jour sont décroissantes

1/2
* Le premier jour, le vaisseau parcourt au plus d/2 et il reste d/2 + 1/3
* Le deuxiéme jour, le vaisseau parcourt au plus d/3 et il reste d/2 -d/3 =d/6 + 1/7
* Letroisieme jour, le vaisseau parcourt au plus d/7 et il reste d/6 —d/7 = d/42 + 1/43
*  Le quatrieéme jour, le vaisseau parcourt au plus d/43 et il reste d/42 —d/43 = d/1806 + 1/1807
* Lecinquiéme jour, le vaisseau parcourt au plus d/1807 et il reste d/1806 —d/1807 =

=1

*  Aveclavaleur de d fournie par I'’énoncé, cela donne la réponse 120 m

*  Cette réponse est optimale*, on peut le démontrer de proche en proche

* C’est I'algorithme glouton de Fibonacci-Sylvester pour les fractions égyptiennes (fractions de numérateur 1 et dénominateur entier positif).
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Jour 1 — Probleme 15 — Compte molécules

* Lasomme des entiers non nuls (ala puissance 1) S; est 1, 3, 6...

* Lasomme des entiers non nuls a la puissance 5 Sc est 1, 1+32 = 33,
1+32+4243 = 276...

* Lasomme des entiers non nuls a la puissance 7 S, est 1, 1+128 = 129,
1+128+2187 = 2316...

e {Sg+S,}est
1+1=2=2x1=2x14%,
33+129=162=2x81=2x 3%,
27642316 = 2592 =2 x 1296 = 2 x 6“...

* Montrons par récurrence sur N que {Sc + S,}(N) est
2 S,(N)*
=N*(N+1)*/ 8
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Jour 1 — Probleme 15 — Compte molécules

e Celarevient a montrer, en passant de N a (N+1), que
(N+1)3 + (N+1)7 = (N+1)* (N+2)* / 8 - N* (N+1)* / 8

* ouque
(N+1) + (N+1)3=(N+2)*/8-N*/8

* ouque
(N+1) (1+(N+1)2) = ((N+2)% + N2) ((N+2)>-N2)/ 8

e ouque
(1+(N+1)?) = ((N+2)2+ N2?) / 2
qui est avéré (N2+2N+2 de chaque c6té)



FFJM - 26¢ Championnat International des Jeux Mathématiques et Logiques - Finale

Jour 1 — Probleme 15 — Compte molécules

Le nombre de Quassim est
20124 x 20134/ 8
=3,2 x 1,006% x 1,0065% x 10%°

* |l est supérieura 3,2 10

* |l estinférieur au produit de ce dernier nombre par 1,12 (environ
2,1436), soit environ 6,86 10%°

* Laréponse est 26

N.B. En majorant tres grossiérement S° par 20128, soit environ 2° 10*8 = 6,4 10%°
(en réalité 6,6) et S” par 20128, soit environ 28 10°4 = 2,56 10°¢ (en réalité 2,7),
on obtient une majoration de la réponse par 27, a laquelle il suffit d’enlever
1... (S° est d’ailleurs négligeable devant S’)
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Jour 1 — Probleme 16 — Les six gemmes de Sissi

* On choisit deux inconnues, a et b, et on
complete la figure

_ a’b 1
* Enexprimant que les deux cotés verticaux A2
ont méme longueur, on obtient ab E a
2ab = 2 (a+a3) /@
b = 1+a2 N a
N RN
\\ / .
g ny s . >, /
*  On vérifie que les deux cotés horizontaux ont >/
méme longueur, et que I'on totalise les ab 4 a’
mémes longueurs de part et d'autre du ? /
grand trait oblique /
b a

 Enexprimant que I'on a un carré, on obtient
2 (a+a3) = 1+a%+a*
a*-2a3+a%?-2a+1=0][1]
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Jour 1 — Probleme 16 — Les six gemmes de Sissi

*  Une méthode est de résoudre I'équation [1] en
remarquant que le polynéme de degré 4 peut étre
décomposé en le produit de (a? + (V2-1)a + 1), qui
n’a pas de zéro réel, par (a? - (V2+1)a + 1) qui en a ( " a
un supérieur a 1* .

35|a
b /35!
. Une autre méthode, plus simple, est de

remarqguer que l'on a en fait besoin de . /N

x =b/a =(1+a?)/a N J ~

«  L'équation [1] devient ab \\/’ o

(x-1)2=2 ? /
x=14+V2 4

* Lasuperficie cherchée est
35 x?
=35 (1+Vv2)2=105+ 70vV2
= 204 mm?

en utilisant la valeur approchée de V2 fournie

*a>1 car, dans chaque quadrilatére, I'angle aigu est inférieur a 45° et sa cotangente est supérieure a 1.
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Jour 1 — Probleme 17 — Roule cube

5 : 5/
[T 3 2-77 7 ’
a - [ 7 77 =TT
I [
*  Onutilise une notation — | =
selon laquelle la position % = =
du dé est caractérisée par = |= - “
une case de la grille 2x3, et o T T e L T e T
son orientation par les =
numéros de face au dessus | | - . . i S
puis a droite E I &
e
* Une méthode est de T = = —_———r
construire le graphe de E N [~ _ ‘ ‘
toutes les positions — 4 = - - = = —
successives ] [ T 5] u
L = -
e Selon les 2 chemins en gris — : . . .
sur la figure, le méme dé | | I ey e
peut passer de la position u . T : ) ‘ .
de gauche a celle de droite I : o
en au minimum 12 - — - - -
mouvements ‘M
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Jour 1 — Probleme 17 — Roule cube

* Une autre méthode, plus simple, est
d’observer que tout chemin (passage de la
position de gauche a celle de droite) peut
se faire en 2 ou 4 mouvements, plus des
cycles de 4 mouvements (voire 6, en faisant
le tour de la grille) partant des cases <
centrales de la grille

 Uncycle revient a effectuer une certaine
opération sur le cube

* Répéter un cycle est gaspilleur de
mouvements car le répéter 2 fois équivaut
a faire un autre cycle (et le répéter 3 fois

fait revenir a la position de départ) | |

 Les 2 figures illustrent, vu du dessus de la
grille, les chemins qui donnent la solution
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Jour 1 — Probleme 18 — Le bouclier

On prend d'abord 1 comme longueur du c6té du
décagone

1
La superficie du décagone, 10 fois celle du triangle 21/5 2/5
de la figure, est:

10 cos(rt/10) / 4 sin(rt/10)
= 5/2 cos(n/10) / sin(rt/10) [1]

1)

On vérifie que le petit triangle noir est bien orienté
vers le bas en calculant sa hauteur par différence

entre celle du grand triangle et celle du trapeze /\
[cos(rt/5) / 2 sin(rt/5)] — sin(rt/5)
= [cos(n/5) — 2 sin?(rn/5)] / 2 sin(r/5)
= [cos(n/5) — 2 + 2 cos?(rn/5)] / 2 sin(r/5)
= (v5-2) / 4 sin(rt/5) > 0 *

* On utilise cos(rt/5) = (1 + V5)/4
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Jour 1 — Probleme 18 — Le bouclier

* On considere la base inférieure du trapeze pour

calculer la base b du petit triangle noir . 1 g ’ ..
1+ 2 cos(nt/5) — 2 / cos(m/5) e \ N
= (7-3v5)/2 !

* La superficie du petit triangle noir est
b2 cos(rt/5) / 4 sin(rt/5) [2]
310 L 310

 Enconsidérant [1] et [2], puis la valeur de b ci-dessus,
le ratio des superficies est

10 cos(mt/10) sin(rt/5) / b?sin(rt/10) cos(mt/5)
=10 [1+ cos(rt/5)] / b2 cos(r/5) * 25
= 525 + 235V5 = 290 + 940 cos(n/5)

 En multipliant par 21 et en utilisant la valeur approchée
de cos(mt/5) fournie, on obtient la réponse 22060 cm?

* sin(m/5) = 2 sin(m/10) cos(m/10) et 2 cos?(r/10) = 1 + cos(m/5)
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Jour 2 — Probleme 1 — Le fer a repasser

* Lorsque deux dominos se
touchent, de part et d’autre des
cOtés en contact, les demi
dominos correspondants doivent
porter le méme nombre

* Les quatre « ? » sont un seul et
méme nombre

 Chaque nombre doit étre utilisé
guatre fois au total

1 et3sontdéja utilisés chacun
une fois, « ? » est 2
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Jour 2 — Probleme 1 — Le fer a repasser

* On place le 3 forcé en bas a droite

Db estdifférent de c, sinon un
nombre serait utilisé plus de
guatre fois

e Le domino b-c est le seul domino
non double qui reste, 1-3

e Le domino double c-3 donne c = 3,
puisb=1

* Le domino double a-b donne enfin
a=1

* D’oularéponse
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Jour 2 — Probleme 2 — La photocopieuse

|
ST T TN

6

mouvements { [ .
Nt 3 2 2 6 Y Y, Y%
au minimum ; ; [ ]I —1, ;
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Jour 2 — Probleme 3 — Finalistes en balade

e 15-14 =1 finaliste CE étranger n’a
pas visité la Tour Eiffel

e Dansle « pire » des cas, 15—13 =2 S N A I R
autres n‘ont pas visité les Champs
EIysees Tour Eiffel non oui oui oui oui
* Puis 15-12 =3 autres n‘ont pas
visité le Louvre
. SHEINE oui oui oui oui
* Enfin 15-11 =4 autres n‘ont pas Elysées N IR e
visité la Cité des Sciences et de
I"Industrie , _ , ,
Louvre oui oui non oui oui
e  Au minimum Cité des
Sciences et de oui oui oui non oui
15-(1+2+3+4)=15-10=5 Vindustrie

ont visité les quatre sites
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Jour 2 — Probleme 4 — Une ligne apres |'autre

N.B. On essaye d’obtenir 13 au milieu de la quatrieme ligne sans copier deux fois de suite les mémes nombres,
ce que I’énoncé n’interdit pas. Si 'on obtenait ainsi 13 au milieu de la deuxiéme ou de la troisiéme ligne,
alors cela fournirait une (des) autre (s) solution (s). Mais cela ne sera pas le cas.

* Siladeuxieme ligne est 7, 3, 4, alors la troisieme est 7, 11,4 0u 7, 3, 10
* Onobtient 11, 3 ou 17, différents de 13, au milieu de la ligne suivante

* Siladeuxieme ligne est 2, 6, 4, alors tous les nombres seront pairs par la suite et
on ne pourra jamais obtenir 13

11| 4 713 |10
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Jour 2 — Probleme 4 — Une ligne apres |'autre

* Siladeuxieme ligne est 2, 3, 5, alors la troisieme est 8, 3,50u 2, 7,5
* Dans ce dernier cas, on conserve 7, différent de 13, au milieu de la ligne suivante

* Dans l'autre cas, soit on conserve 3, différent de 13, soit on obtient 13 au milieu de
la ligne suivante (c’est la réponse)

- )
2 2[3]a 3[4
[ 7 2|3|s 3]s
7 |12 [713 10 1 g8l3|s 7| s
' 813| 5
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Jour 2 — Probleme 5 — Devine cubes

, ~ A I

B A B

* Les figures a droite représentant la grille
vue du dessus

 Forcément, on a deux piles de 3 cubes en
haut a gauche et a droite, et les autres
piles ont moins de 3 cubes 3 3

* Onaaumoins une pile de 2 cubes, au 2
centre

* Selonlavue B, on a au moins une pile de 1
cube, sur la ligne du bas au choix

|l faut
3+3+2+1=9cubes 2 ou 2 ou 2
au minimum
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Jour 2 — Probleme 6 — Devine nombres

e Le produit des trois premiers

nombres a gauche est 360 20 P 12

* Le produit des deux nombres
sélectionnés est

360/20=18

* Le produit des trois nombres
au milieu est 90

e ?est
90/18=5
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Jour 2 — Probleme 6 — Devine nombres

* Le produit des trois derniers

nombres a droite est 180 20 P, 5 12

e ?est :
180/(5x12)=180/60=3
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Jour 2 — Probleme 6 — Devine nombres

* Le produit des deux

nombres sélectionnés est 20 ? 3 5 12

18 (voir précédemment)
e ?est
18/3=6

* D’ou la réponse 20 6 3 5 12
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Jour 2 — Probleme 7 — Les auto-tamponneuses

e SiSoko pouvait ranger plus de 8
autos, alors au moins un des
guatre carrés 2 x 2 a un coin de la
piste 4 x 4 en contiendrait 3

* On peut montrer rigoureusement,
en testant tous les cas, que c’est

impossible ><|><|><|><

* Laréponseest8
e La figure fournit un exemple
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Jour 2 — Probleme 8 — Les arbres autour de |'étang

Les cing parties sont les tétraminos au retournement pres : le | (4 cases alignées), le J/L et le T (3 cases
alignées), le S/Z et le O (2 cases alignées)

* Les deux ronds noirs a droite et en bas doivent étre séparés par un trait horizontal, en haut ou en bas
de la case qui les sépare

e  Sile trait de séparation est en haut, on trace la premiere partie, le L

*  On étudie trois cas, en fonction du nombre de cases (2, 3 ou 4) d’'un seul tenant vertical a gauche en
partant de la case en bas

. Dans le premier cas, a gauche, on obtient le Z puis un doublon L

. Dans le deuxieme cas, au milieu, éviter un doublon J force la deuxieme partie, le T, puis le Z. Mais il est
ensuite impossible de tracer le O (carré 2x2) sans obtenir un doublon J/L

* Dans le troisieme cas, on place le I. Puis éviter un doublon J force la troisieme partie, le T. Mais il est
ensuite impossible de tracer le O (carré 2x2) sans obtenir un doublon J/L

o
ol
o
® A. L
. . .
ol ol ol
L ] | L)
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Jour 2 — Probleme 8 — Les arbres autour de |'étang

e Sile trait de séparation est en bas, on trace la premiere partie, le |

*  On étudie trois cas, en fonction du nombre de cases (1, 2 ou 3) d’un seul tenant vertical a gauche en
partant de la case en bas

* Dans les premier et troisieme cas, on obtient les deuxieme et troisieme parties, respectivement S et L,
Z et J. Mais il est ensuite impossible de tracer le O (carré 2x2) puis la cinquieme et derniére partie

. Dans le deuxieme cas, au milieu, on obtient O, J, Z et T. C’est la réponse

®
®
®
on |
.
4 )
L) . L
) a e |
| Q‘. ol o
® . °
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Jour 2 — Probleme 9 — 'anniversaire rock

* Lachanteuse principale n’est pas
Alice, ni Daphné

Chant non non

Batterie

Guitare
électrique

Guitare basse
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Jour 2 — Probleme 9 — 'anniversaire rock

e Béatrice ne joue pas de la
batterie, ni de la guitare basse

Chant non non

Batterie non

Guitare
électrique

Guitare basse non
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Jour 2 — Probleme 9 — 'anniversaire rock

* Ni Alice, ni Daphné ne jouent de
la guitare électrique

Chant non non
Batterie non

Guitare
, . non non
électrique — —

Guitare basse non
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Jour 2 — Probleme 9 — 'anniversaire rock

e C(Carine ne joue pas de la guitare
basse et n’est pas la chanteuse

principale

Chant non oui non non
* On en déduit, sur la premiere
ligne, que Béatrice est la
.. Batteri

chanteuse principale aterie non

Guitare N
électrique el e

Guitare basse nNoNn Nnon
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Jour 2 — Probleme 9 — 'anniversaire rock

* Forcément, Béatrice ne joue pas
de la guitare électrique

* On en déduit, sur la troisieme Chant non oui non non
ligne, que Carine joue de la
guitare électrique

Batterie non
Guitare non nNOon oOul non
électrique e

Guitare basse nNoNn Nnon
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Jour 2 — Probleme 9 — 'anniversaire rock

* Forcément, Carine ne joue pas de
la batterie

e Restent deux cas

Chant non oui non non
* SiAlice ne jouait pas de la guitare
basse (donc jouait de la batterie), ,
. ) . Batterie non non
alors Carine ne jouerait pas de la
guitare électrique, d’'ou une
contradiction Glitdre :
électrique non non oul non
e Alice joue de la guitare basse
Guitare basse Nnon Non

* Enfin, forcément, Daphné joue de
la batterie
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Jour 2 — Probleme 10 — Les carrés de I'année

 On rencontre assez rapidement une période de 8
(répétition a I'infini du n° 6 au n°® 13)
2012, 9, 81, 65, 61,
37,58, 89, 145, 42, 20, 4, 16,
37...

* Len®2012 serale méme que le numéro
2012 - (250 x 8) = 2012 - 2000 = 12

e D’oularéponse 4
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Jour 2 — Probleme 11 — Les grilles impaires

* Lesjetons posés sur la premiere ligne et
dans les quatre premieres colonnes

déterminent s’il y a ou non un jeton dans a
la case a
N -\ . b
* De méme, sur la deuxieme ligne; pour la
case b c|d|e]| f|?

* Lesjetons posés sur la premiere colonne
et dans les deux premiéeres lignes
déterminent s’il y a ou non un jeton dans
la case ¢

* De méme, sur les colonnes suivantes, pour
les cases d, e et f
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Jour 2 — Probleme 11 — Les grilles impaires

* Lesjetons posés danslescasesaetb
déterminent s’il y a ou non un jeton dans

la case ? de la méme colonne 5
* Lesjetons posés danslescasesc, d, e etf

déterminent ensuite s’il y a ou non un b

jeton dans la case ? de la méme ligne cldlel £ 2

* Les deux raisonnements conduisent au
méme résultat, car les parités de (a+b) et
de (c+d+e+f) sont opposées a celle du
nombre total de jetons dans les huit cases
ou rien n’est écrit

* On peut remplir la grille 3 x 5 d’autant de
facons que l'on peut remplir sans
contrainte une grille 2 x 4

Dol laréponse 28 =256
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Jour 2 — Probleme 12 — Le quadrilatere mystérieux

* Le quadrilatere est symétrique par rapport
a la verticale

* Sasuperficie est le double de celle du
triangle sélectionné sur la figure (bleu)
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Jour 2 — Probleme 12 — Le quadrilatere mystérieux

* (C’est également celle du triangle rectangle
sélectionné sur la figure (bleu), car le
second triangle ajouté en bas a méme
hauteur et méme longueur de base
correspondante (rayon 5 cm du petit
cercle) que le premier

* Le petit coté de I'angle droit du triangle
rectangle est le rayon de 6 cm du moyen
cercle

* Le grand coté de I'langle droit du triangle
rectangle est le rayon de 8 cm du grand
cercle

* Laréponse est
(6x8)/2=48/2 =24 cm?
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Jour 2 — Probleme 12 — En scooter et a pied

* Onappelle A et B les deux amies

Phase 1

 Pendant un temps t (heures), Momo et A parcourent en scooter 36 t (kilomeétres)
tandis que B parcourt a pied 4 t

Phase 2

 Pendant un temps t’, A continue et parcourt a pied 4 t’ tandis qgue Momo
retourne seul vers B (qui continue a pied et parcourt 4 t’) et parcourt en scooter
36t

36t-36t"=4t+4t' (Momo est au méme point que B)
32t=40t’
t'=0,8t
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Jour 2 — Probleme 12 — En scooter et a pied

Phase 3

* Pendant un tempst”, Momo et B parcourent en scooter 36 t”’ tandis que A
parcourt a pied 4 t”

4t+4t)+36t"=36t+4t +4t"” (Bestau méme point que A)
t”=t

* Pour parcourir au total
4t+4t+36t"=4t+ 3,2t+36t=43,2t
Momo et ses deux amies mettent au minimum le temps
t+t’+t=t+08t+t=2,8t

 Laréponse est
(18/43,2)x2,8=7/6 heures
soit 1 heure et 10 minutes



FFIM - 268 Championnat International des Jeux Mathématiques et Logiques - Finale

Jour 2 — Probleme 14 — Triangles sur dé

o o
* On comptera les triangles a chacun ° °
des huit sommets sélectionnés sur la " '.
figure (rouge) ol e * oo °
® o
L J e|® L BN L
* Pour aider visuellement, on ® ®
reproduira des faces en faisant .
attention a l'orientation
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Jour 2 — Probleme 14 — Triangles sur dé

1. .Q.... L 2 O..O L
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Jour 2 — Probleme 14 — Triangles sur dé
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Jour 2 — Probleme 14 — Triangles sur dé

> ’ o.oo . 6 ..
7 ¢ 8 . .




FFIM - 268 Championnat International des Jeux Mathématiques et Logiques - Finale

Jour 2 — Probleme 14 — Triangles sur dé

9 ’ o.oo
10 * ..
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Jour 2 — Probleme 14 — Triangles sur dé

L J L
® L
L J L
* Pour les quatre derniers sommets a ol e e ole o
étudier, en raison de la face (le 11
« 1 ») ne portant qu’un rond noir au . I—o °|e '
centre, on ne trouve qu’une autre ¢
solution (celle qui nécessite le « 3 »
etle « 5 »)

* Laréponse est 11 triangles
équilatéraux
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Jour 2 — Probleme 15 — Le pavillon de courtoisie

* Par convention ici, on note les surfaces d’un triangle
ou d’un quadrilatere par les lettres le désignant

* Soit p/q le rationnel dont parle I'énoncé (avec p et q
premiers entre eux)

* Oncherche I'entier N = PQRS sachant que ABCD =
100 dm?

PBQ / ABC = QCR / BCD = RDS / CDA = SAP / DAB

* En utilisant r et en sommant numérateurs et
dénominateurs

(1-p/a) p/a= (ABCD-N) /2 ABCD
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Jour 2 — Probleme 15 — Le pavillon de courtoisie

(1-p/q) p/a = (ABCD-N) /2 ABCD

* gestsolutionde 2N-100 N p/q
(100-N) X2 — 200p X + 200p2 = 0
dont le discriminant est 0 50 1/2
(2N-100) (20p)?
4 52 2/50u 3/5
* 2N-100 est un carré parfait pair
16 58 3/10 ou 7/10
* llyab5réponses
50, 52, 58, 68 et 82 dm? 36 68 1/5 ou 4/5

64 82 1/10 ou 9/10
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Jour 2 — Probleme 16 — La bosse des maths

* Avant congruence modulo 2012, on observe gu’une fonction affine et
gu’une puissance de 2 satisfont la relation de récurrence:

alJ+b=4(a(J-1) + b) -5 (a(J-2) + b) + 2 (a(J-3) + b)
2! =4 x 2U-1) -5 x 20-2) 4+ 2 x 20-3)

* En utilisant les premiéres valeurs (1 pour 1, 14 pour 2 et 43 pour 3), on
trouve

M(J) =-3)-12 + 8 x 2/
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Jour 2 — Probleme 16 — La bosse des maths

* On sait (Fermat) que 2°% est congru a 1 modulo le nombre premier 503*
o 22012 = D[4x502)+4 ast congru a 2% = 16 modulo 503
e 8x22012_-128 estcongrua (8x16)-128 =0 modulo 503

* Forcément divisible par 4, 8 x 22012 — 128 est également congru a 0
modulo 2012

e M(2012) est congrua0—12+ 128 =116 modulo 2012
* Le nombre de malades serait 116 le 2012¢™¢ jour

* Si on ne le sait pas, on le retrouve en étudiant directement les puissances de 2 successives.
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Jour 2 — Probleme 17 — Le verger de I'année

 Soit L lalongueur de la route

* On observe que:
2 (V(N+1) - VN) =2 / (V(N+1) + VN)
 D’ou les encadrements
2 (V(N+1) - VN) < 1/VN et 1/VN < 2 (VN - V(N-1))

2 (V2-v1)<1/vl
2 (V3-v2) < 1/v2
etc.
2 (V2012 -v2011) < 1/v2011
2 (V2013 -v2012) < 1/v2012
* On additionne toutes ces inégalités en éliminant a gauche
2V2013-2vV1i<lL
87,7<L
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Jour 2 — Probleme 17 — Le verger de I'année

*  Pour I'encadrement supérieur, il faut affiner un peu
2 (V1-v0)>1/vl
2 (V2-v1)>1/v2
2(Vv3-v2)>1/v3
2 (V4 -v3) > 1/v4
2 (V5 - v4) > 1/V5
etc.
2 (V2011 - v2010) > 1/v2011
2 (V2012 - v2011) > 1/v2012
* On additionne toutes ces inégalités sauf les quatre premiéres en éliminant a gauche
2V2012-2v4>L-1/Vv1-1/Nv2-1/v3-1/Vv4
2V2012-4+1 +v2/2+Vv3/3+1/2>L
88,495 > L

* Laréponse est 88 km



FFJM - 26¢ Championnat International des Jeux Mathématiques et Logiques - Finale

Jour 2 — Probleme 18 — 'armature du cube

* On prendd'abord 1 comme longueur de c6té du
cube

*  On peut montrer rigoureusement que l'armature est
constituée d’'un segment de longueur h et de quatre
assemblages identiques

* Chacun de ces assemblages est planaire

* Unsegment de longueur x et deux segments de 4 fois
longueur v3/3 font entre eux des angles de 120° \/3/3
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Jour 2 — Probleme 18 — 'armature du cube

* On applique le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle
sélectionné (bleu)

(1-h)2/4+1/4 = (x +V3/6)2
x = 1/2 V(h2 = 2h +2) - v3/6

* Lalongueur de 'armature est
h+4(x+2v3/3)
=h+2V(h?-2h +2) + 2v3

* On étudie la fonction dérivée pour montrer qu’il y a un minimum en A
h=1-v3/3

* Lalongueur de I'armature est alors 1 + 3v3 h 1

« D’oularéponse 310 en multipliant par 50 (c6té du cube) et en X + \/3/6

utilisant la valeur approchée de V3 fournie



